
（微分⽅程式による）
⾃然・社会現象のモデリング
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科学の方法

モデル化
 解析（自然法則の多くは、微分方程式で表される）
 シミュレーション
 CAE (Computer‐aided Engineering)

例： 人口予測
放射性炭素による年代測定
力学的運動

 意思決定のモデル（ゲーム理論）

科学におけるモデル化手法

現実

モデル

抽象化
一般化

結果
（予測）

結果
実験

比較

計算

再現性
確認

統計的
手法

実験結果には誤差の混入が不可避であるため、何度も繰り返して
統計的に現実（実験）とモデル（理論）との比較をする必要がある。

数学・・・異なるものを同じものと見なす技術（アート）
ポアンカレ（1854‐1912）

自然科学におけるモデル化 (1)
現実の複雑な問題を、ある仮定の下に単純化して、
数学の問題に置き換える。

リンゴの足し算（加法）

3＋2＝5
リンゴはあわせていくつ？

「リンゴ」を離れた
一般化・抽象化

ビルの揺れ（力学）
弾性定数、固有振動数等

記述したい現象について
の本質的な量は何か？

単純化による特徴抽出



自然科学におけるモデル化 (2)
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自然科学におけるモデル化 (2)

2 lT
g
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ガリレオによる
振り子の等時性の発見

（1584年頃）

29.8g m s

T = 1 sec となるようなひもの長さ l？

2 25 cm
4
gl

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いつ、どこで、誰がやっても
成り立つ普遍的な法則

現象の本質を捉えたモデル
である、ということ。

vx += ax*dt
vy += ay*dt
x += (vx‐ax*dt/2)*dt
y += (vy‐ay*dt/2)*dt
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斜め投げ上げの
シミュレーション

微分方程式

自然科学におけるモデル化 (3) 自然科学におけるモデル化 (3)

速度の2乗に比例する
空気抵抗を考慮
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斜め投げ上げの
シミュレーション
（空気抵抗あり）



自然科学におけるモデル化 (3)
例：フリースロー（バスケ）のシミュレーション
（高さ＝2ｍ、ゴールまでの水平距離＝4ｍ）

原子核

電子

自然科学におけるモデル化 (4)
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Bohr & Schrödinger & Dirac & recoil

自然科学におけるモデル化 (4)

Bohr & Schrödinger & Dirac & recoil & relativistic 
recoil & self energy & vacuum polarization & two-
photon corrections & three-photon corrections & 
radiative recoil corrections & nuclear self energy 
and polarizability & nuclear size

さらにさらに・・・

P. Mohr et al., Rev. Mod. Phys. 88, 035009 (2016).
M. Horbatsch and E. A. Hessels, Phys. Rev. A 93, 022513 (2016).
M. Eides et al., Theory of Light Hydorogenic Bound States, Springer 2007

Modelを精密化することで、真の姿に近づいていくが・・・

自然・社会と微分方程式

社会科学を含む、世の中で見られる様々な現象は、ある量の
瞬間での値（点）だけではなく、変化量（傾き）を含む、（そこか
ら産み出される複雑怪奇な現象に比べて）簡単な関係式とし
て理解されることが非常に多い。

時間、あるいは空間の変化に対する変化量を含む
方程式を、一般に微分方程式という

 f x

 df x
dx

：ある点での値（点）

：ある点での傾き（線）

変化量



自然・社会と微分方程式

波動（赤外線、wifi、地震動）、振動（共鳴）、増幅・減衰、拡散（汚染、

噂・・・）、伝導、回路、天体、化学反応、人口モデル、気象予測（流体）、
伝染病、個人消費行動、種の相互作用、金融商品開発、渋滞予測・・・
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自然・社会と微分方程式

© https://www.bridgestone.co.jp/corporate/cm/

ナヴィエ・ストークス方程式、波動方程式、黄金比、Keplerの第3法則、転がり摩擦、空気抵抗

成長・減衰を記述するモデル

   dN t
N t

dt


1. 人口モデル
2. 年代測定法

以下のモデルを例として考える

 N t

   dN t
N t

dt
微分方程式 の解曲線

が時刻 tにおける数であるとすれば、

  0
tN t N e

0 

0 

0 



指数関数の性質

  0
tN t N e解：

t td e e
dt

 傾きが、それ自身の
値に等しい

ある時刻
での値

ある時刻
での傾き

指数関数 ௧の性質

（指数関数）

数学がいかに自由で変幻
自在な学問でも、これを満
たす数値は eしかない！

指数関数の性質

  ty t e

時間ステップ毎
に 倍

例：ねずみ算・複利計算 etc.

時間

数
・
量

ln 2 te 

傾きが倍々・・・

௔௧なら௔倍・・・

人口論 人口＝国の最も基本的な指標の1つ

棺桶型つぼ型

日本



人口論

マルサス（1766‐1834：英）人口論（1798年）中のアイディア

 N N t を、ある時刻 tにおける、ある国の総人口とする。

短い時間区間 dtにおける出生数と死亡数は、ともにその時点の人口
と時間区間に比例する。 すなわち、

出生数＝ N dt 死亡数＝ N dt , :  定数

よって、時間区間 dt内の全人口の増加 dNは、

 dN N dt N dt N dt N dt         となる。

両辺を dtで割れば、 dN N
dt

 が導かれる。

上手いモデルを用いて将来人口を予測したい。

科学の方法

   tdN t
dt

N

傾き（勾配）が、ある瞬間の
値に比例する

傾き
ある時刻
での値

 dN t
dt

c

傾き（勾配）が、どの瞬間でも
等しい（定数）

定数

傾き

各点での傾き＝ であり、比例係数 が大きい
ほど急激に成長（増大）する

 0c 

人口論

時間区間を10年に取ると、 t =1、即ち1800年においては、

   dN t
N t

dt


t =0 を、1790年に対応させる。

t =0 で ならば、0N N

  0
tN t N e が解。

6
0 3.9 10N  

  6 61 3.9 10 5.3 10N e    
5.3log 0.307
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マルサスの人口モデル

人口論

1870年辺りから、ズレが大きくなる。

仮定を振り返る：
このモデルでは食糧資源/エネルギー

の不足や人口過密、その他環境的要因
など、人口増加を抑制する因子を全く考
慮していない。

1837年、フェルフルスト（蘭）はマルサスモデルに対し、
人口過密の要因を考慮した修正モデルを提案。

   1
dN t

N N N
dt

  

人口に上限（ ）を導入した。N

   1 1 t

NN t
N N e 







    フェルフルストの人口モデル

解は、



人口論
Malthus Model

Verhulst Model

2つのモデルについて左のグラフと

上のグラフの持つ情報量は同じだ
が、表だけでは全体的なイメージを
つかみにくい。必ずグラフを描いて
考えてみること。

2018.5.15 日経

モモの種（15個）
西暦135‐230年

14C吸収停止

生存中
（平衡）

14Cの半減期
＝5,568 年

地球に降り注ぐ中性子
線量で決まる値

< 0 の場合、

減衰する現象を記述する。

減衰のモデル

グラフを描いてみる

    , 0
dN t

N t
dt

  

想定：
最初（t=0）で100個あったものが、
時間ステップ（ここでは10日）毎
に半減する。

放射性元素でいえば、
半減期 が、10日
ということ。

減衰のモデル

傾き（勾配）が、ある瞬間の
値に比例する

傾き
ある時刻
での値

傾き（勾配）が、どの瞬間でも
等しい（定数）

定数

傾き

単位時間に崩壊する放射性元素の原子
数は、その瞬間の放射性元素の原子数
に比例する

比例係数 𝛾は、元素により異なる値をとるが、上のグラフから
大きな値ほど速く崩壊する

 0c 

0    tdN t
dt

N

 dN t
dt

c



減衰のモデル

傾き（勾配）が、ある瞬間の値
に比例する

ある時刻
での値

  0
tN t N e 

ln 2 ln 2 0.07
10

   
半減期

/day

1日で、今ある元素の
約7％が崩壊する、
ということ

dN N
dt

    0
tN t N e 

半減期 𝜏 で半分（
ேబଶ ）になるので、

1
2

e  ln 2


 

    , 0
d

N
N t
d

t
t

   

放射性炭素による年代測定

炭素原子は、陽子6個、中性子6個からなる12Cが安定だが、
わずかにそれ以外の中性子数で構成されるものも含まれる。

宇宙線によって生成する中性子が窒素原子と反応すると、

14N + 1n → 14C + 1H

によって放射性元素14Cが生成する。

(7,7) + (0,1)  (6,8) + (1,0)

放射性炭素による年代測定

放射性元素14Cの半減期＝5,568 年

生きている動植物が体内に14Cを取り込む割合は、14Cの自然崩壊と
バランスしている。つまり、生きている動植物の14Cは平衡状態にあり、

この崩壊率は一定である。木の場合、切られた時点から環境から切
り離されて14Cの吸収が止まり、崩壊のみが起こる。

仮定：宇宙線によって地表に降り注ぐ中性子の数は、被測定対象が
生きていた時代も今も終始一定

4ln 2 1.245 10
5568

    /年

流入
（吸収）

流出
（崩壊）

流出
（崩壊）

流入
（吸収）

14C 14C 14C

放射性炭素による年代測定

0 0
0t

dNR N
dt




  

 0
1 logt R R t


   

木製の測定物が𝑡 ൌ 0で作られた（その時点で14C供給停止）とする。𝑅଴を木が生きているときの崩壊率とすると、

現在の崩壊率は、     0
tdNR t N t e N

dt
      により与えられる。

これらから、被測定物の年齢は となる。

最初にこの年代測定法が適用されたのはウィンチェスター城の
円卓（写真）であり、生きている木の崩壊率𝑅଴ ൌ 6.68と現在の
崩壊率𝑅 𝑡 ൌ 6.08から、円卓の年齢は

 4
1 log 6.68 6.08 700

1.245 10
t 


 [年] と求まる。

アーサー王の時代よりずっと後に製作された。

であり、一方、



2018.5.15 日経

モモの種（15個）
西暦135‐230年

14C吸収停止

生存中
（平衡）

14Cの半減期
＝5,568 年

地球に降り注ぐ中性子
線量で決まる値

意思決定のモデル

人や組織（企業や政府など）がどのように意思決定するかを
数理的に分析し、合理的に相手の戦略を予測する

ゲーム理論

ゲーム理論（戦略型）での用語

プレイヤー： ゲームで、目的の実現を目指して意思決定
する主体

戦略： プレーヤーがゲームで取ることのできる行動の
選択肢

利得： 各々のプレーヤーが戦略を採用した結果、受け
取ることのできる効用（利益や幸福感など）

今、AIと融合しつつある

ゲーム（的状況）・・・ 自己の目的の実現を目指すプレイヤー
同士が、相互に依存しあっている状況

ゲーム理論の分類

ゲーム（的状況）

非協力ゲーム

提携型ゲーム

戦略型ゲーム

協力ゲーム

展開型ゲーム

例：提携企業間での利益配分

例：じゃんけん 例：囲碁、将棋

プレイヤーの協力関係を
前提とするゲーム

全プレーヤーが同時
に行動するゲーム

戦略型ではない
ゲーム

戦略型ゲーム（じゃんけん）

プレイヤー： じゃんけんする人（２人）
戦略： グー、チョキ、パーの３つ
利得： 勝った、嬉しい！ あるいはジュースを賭けたなら

ジュース

ゲーム理論の解とは？

ゲーム理論は、相手の戦略を予測するための学問。
ゲーム的状況を分析してモデル化し、ゲーム的状況
の結末を予測したい。

じゃんけんであれば、「1/3の確率でグー、チョキ、パー

の何れかをランダムに出す」が、両プレーヤーにとって
最も良い戦略。偏ると相手に見抜かれ、対策を講じられ
てしまう。



ナッシュ均衡

ゲーム理論の解とは？

プレーヤーがお互いに最適な戦略を
採用している状態

「ナッシュ均衡」

John Forbes Nash Jr.：アメリカ人数学者。1994年にゲーム理論の
経済学への応用に関する貢献によりノーベル経済学賞受賞

以下、身近な（？）ゲーム的状況である、「講義ゲーム」を
考える。

プレーヤー： 講義をする「先生」と講義を受ける「学生」
先生の戦略：「有意義な講義をする」と「退屈な講義をする」
学生の戦略：「真剣に聞く」と「寝る」

講義ゲームの利得

先生が「有意義な講義をする」のは準備がとても大変で、
２点マイナス。「退屈な講義をする」は０点。

先生は、学生が「真剣に聞く」と嬉しくなり、３点プラス。一
方、学生が「寝る」と先生は悲しくなり、１点マイナス。

学生は「有意義な講義」を聞くと嬉しくなり、１点プラス。
「退屈な講義」を聞くのは苦痛で、３点マイナス。

学生は講義の内容によらず、「寝る」と体力・知力回復
（？）で３点プラス。

利得行列

講義ゲームの利得行列は、プレーヤー２名で各々の
戦略も２つなので、2x2の形となる。

①先生が有意義な講義をし、学生は真剣に聞く場合

(先生の利得, 学生の利得)の形で整理したもの

先生の利得： 準備が大変で２点マイナスだが、学生が真剣に
聞いて嬉しいので３点プラス、結局プラス１点。

学生の利得： 有意義な講義を聞いてプラス１点。

利得行列

➁先生が有意義な講義をし、学生は寝た場合

先生の利得： 準備が大変で3点マイナス、学生が寝て悲しい
ので1点、計点。

学生の利得： 寝て回復するので+3点。

③先生が退屈な講義をし、学生は真剣に聞いた場合

先生の利得： 準備には消費せず、学生が真剣に聞いて嬉しい
ので+3点。

学生の利得： 退屈な講義で苦痛なので点。

④先生が退屈な講義をし、学生は寝た場合

先生の利得： 準備には消費せず、学生が寝て悲しいので1点。
学生の利得： 寝て回復するので+3点。



ナッシュ均衡の解釈

ナッシュ均衡＝ プレーヤーがお互いに最適な戦略を
採用している状態

相手の戦略に対し、自分が今とは別の戦略を
採用しても、自分の利得がより大きくならない
状態

つまり、ナッシュ均衡とは、プレーヤーがお互いに
最適反応を取り合っている状態

①のとき、学生が「真剣に聞く」から「寝る」に戦略を変えた
とする。

学生の利得は１から３に増加。つまり、先生の「有意義な講義を
する」に対する学生の「真剣に聞く」は、最適反応ではない。

講義ゲームのナッシュ均衡

➁のとき、先生の戦略を「退屈な講義をする」に変更

先生の利得： 準備が不要で、 学生の寝る戦略に対し、
 点となり、2点増える。

③先生の退屈な講義に対し、学生は「寝る」に変更

学生の利得：  点と増える。

④先生が退屈な講義をし、学生は寝た場合で、

先生の戦略を「有意義な講義」に変更：
先生利得は、準備を要するので3点減る。

学生の戦略を「真剣に聞く」に変更：
学生利得は、起きて退屈な講義を聞いて6点減る。

自分の利得がより大きくならない状態＝ナッシュ均衡
④がプレーヤーが最適状態を取り合っている状態

まとめ

 社会現象や自然現象の本質を抽出し、単純化・抽象化
して数式で表現することを「モデル化」という。

 モデル化して数式に乗せられれば、その現象の性質を
数学を使って明らかにしたり、未来の予測も可能となる。

 実際の現象をより詳細に説明できるよう、必要に応じて
応じてモデルを精密化していくことが行われる。が・・

 自然科学では、モデルとして微分方程式が登場する場
面が多い。（自然の法則は、微分方程式で書かれること
が多いので）

 モデルの正しさの程度は、実際の現象と比較することで
評価できる。実際の現象の測定には誤差を含むので、
その間を取り持つのが統計学である。


